ACADEMIE DE CAEN

Olympiades 2007

EXERCICE 1 (exercice national :

Un probléme de tas

On dispose de 7 objets que 'on répartit en awartas que I'on veut, chaque tas contenant adtabjets
que 'on veut.
Une manipulation consiste a enlever un objet dgubaas et a faire un nouveau tas des objetsrairnigpéres.

Exemple une répartition possible au départ sera not&s, (4,
elle signifie qu'on a deux tas, I'un de 4 objet$aitre de 3 objets,
apres une manipulation, on obtiendra donc la riéjoar{(3,2,2).

Avertissement on considére que les répartitions (4,3) et (3,4} sentiques.
De méme les répartitions (3,2,2), (2,3,2) et (3,8t identiques.

1°) On place les 7 objets en un seul tas ; la tiéjparest donc (7).
Quelle répartition obtiendra-t-on apres 3 manipotet ? Aprés 7 manipulations? Aprés 11 manipulatidn
Aprés 2007 manipulations ?

2°) Ici, on ne connait pas la répartition initialegis aprés 2007 manipulations, on obtient la téjwer (4,2,1).
Indiquer toutes les répartitions initiales possble

3°) Paul et Virginie jouent ensemble.

Au départ, Paul dispose les objets sans montméplartition a Virginie. Puis il simule sur son ardieur 2007
manipulations et ne montre a Virginie que la répart finale. Il demande alors a Virginie de devira
répartition initiale.

Virginie réfléchit et avoue ne pas savoir réporgireelle hésite entre trois répartitions.

Sachant que Virginie a raisonné correctement, guépartition finale a-t-elle vue ?

Pour les candidats de la série S
EXERCICE 2 :

Le rugby

Questions préliminaires
Sur une droite (D), on place dans cet ordre fpoisits A, B et H distincts deux a deux a&j) (ne droite
perpendiculaire a (D) en H. On trace un cercledg€)ayon R qui vérifie les deux conditions :
- il passe par AetB
- il coupe la droiteA) en deux points M et N.

1°) Comparer les angleﬁ/l\B et ANB . (Justifier)
2°) Si le rayon R augmente, dire (sans justifiagtimcomment évolue la mesure de I’anQTb'TB ?
3°) Si le rayon R diminue, que se passe-t-il p@ngle AMB et pour les points M et N ?

On admettra la relation suivante : soit une drdit¢ tangente au point T a un cercle (C), A et B denirts de
(C) et H le point d’'intersection entre la droité)(et la droite (AB), on a la relation HAx HB = HT?

Probléme

Pour transformer un essai au rugby, le botteur sioplacer en face de I'endroit ou I'essai a étégqoea
(en H sur la figure ci-dessous) et faire passealke entre les deux poteaux A et B.
Pour simplifier on négligera la hauteur de la bafrerizontale



Plan partiel d’'un terrain de rugby

Ligne du tndien

Ligne des 22 metres

Ligne de but C
En-but

On a: AB (largeur des poteaux) = 5,6m et CD (larghi terrain) = 70m.
Le probleme n’a un sens que dans le cas ou H est®mt D.
Onnote : BH =x et HT =Y.

1°) Montrer que se placer en T, point défini darssdegliminaires, est la meilleure position, c’estid@ celle
ou I'angle sous lequel le botteur voit les deuxepoi est le plus grand ?

2°) Exprimer la distance y en fonction de x pour daegle sous lequel le botteur voit les deux potesoit le
plus grand.

3°) Dans cette question le point H est en D. Leduwtse place pour voir les poteaux sous I'angjgus grand.
Quelle est alors la longueur minimum du tir ?

4°) Sur l'intervalle [0 ; 29], tracer la représdiga de la fonction f définie par f(x) = x et de fianction g

définie par g(x) =/x(x+5,6).

5°) Lorsqu’un botteur, qui cherche a ouvrir au maximson angle de tir, se place sur «la ligne des 22
metres », que peut-on conjecturer sur I'endroib @€ marqué I'essai ?

6°) Lors des matches, pour transformer un essai’gupas été marqué a une distance trop proche téayp,

le botteur se recule d’une distance égale a laieagBH augmentée de 2 ou 3 pas. Justifier cedtiijpe.

EXERCICE 3 (EXERCICE 2 des séries autres que S) :
Des carrés parfaits

1, 4,9, 16, 25..... sont des carrés parfaits.
2,3,56,7........ ne sont pas des carrés parfaits.
Le but de I'exercice est de déterminer des entiatgrels non nuls a et n (avec a < n) de tellespre les trois
entiers naturels distincts n — a, n et n + a salestcarrés parfaits.
Le triplet (n-a, n, n + a) est appelé une sofutlu probleéme.

1°) Peut-on trouver une solution pour n =9 ? Roarl6 ? Pour n = 25 ?

2°) Soit k, p, q, r des entiers strictement pasitif
Prouver que s(pz,q2 , r2) est une solution du probléme al<€(kp)2 ( kq)2 [ kr) 2) en est une autre.



3°) En déduire 3 solutions du probléme.

4°) Trouver une solution du probléme telle quean=529.

5°) On cherche toutes les solutions de la fo(ﬂnq2 , r2)

A l'aide d’'une calculatrice, trouver toutes leswtmns telles que g 250.

Pour les candidats de toutes les séries sauf S
EXERCICE 3 :

Des triangles équilatéraux

Soit AgB C, un triangle équilatéral tel qu&yB, = 1 (exprimé en unité de longueur).

On définit les pointsA;, B; et C; les milieux respectifs des coté8By] , [BoCo] et [CoAo] , puis les
points A,, B, et C, les milieux respectifs des cotpa;B,]| , [B,Cy| et[CiAy] , et ainsi de suite, on définit
les pointsA,,, B, etC,.
1°) Montrer queC, puis A, appartiennent a la droi{&A oB, ).
2°) Soita,, I'aire du triangleA B C,.

V3 ?
16384
3°) Montrer que tous les trianglés,B ,C,, ont le méme centre de gravité G.

4°) Déterminer le plus petit entier naturgj tel que le triangleA, B, C,, soit a l'intérieur du cercle de centre

Existe-t-il un entier naturel n tel qusg, =

G et de rayori073.

EXERCICE 4 (exercice national) :

Des trapezes de méme aire

Le but de cet exercice est de déterminer les tepézctangles qui sous certaines conditions dealss et
d’angles, sont partagés en deux trapézes de mémea une paralléle donnée a leurs bases.

1°) Question préliminaire

Existe-t-il un couple d’entiers naturels (m , g)dee m? - p?= 8 ?

En existe-t-il plusieurs?

(Le résultat de cette question peut étre exploéé@sda suite de I'exercice, selon la méthode édipour la
traiter).

2°) On considere les trapézes rectangles ABCD desj@H] et [CD] tels que :

« ABC =45°
* les distances AB, AD et CD sont des nombres entet AD > 2.
Soit M le point du segment [AD] tel que AM = 2. D c

M N

N

A B

Déterminer les distances AB, AD et CD de sortelgaaiires des trapézes MNBA et MNCD soient égales.
Indicatiort On pourra faire apparaitre sur la figure des tngles isoceles.




Corrigé de I'exercice N°1 (exercice national)

1°) On étudie les répartitions successives obteaypestir de la répartition (7).
(7) donne (6,1) (6,1) donne (5,2) (5,2) donne,§,2
(4,2,1) donne (3,3,1) (3,3,1) donne (3,2,2) (3,8@ne (3,2,1,1) (3,2,1,1) donne (4,2,1).

Apres 7 manipulations, on obtient la méme répartitjue celle qu’'on a obtenue aprés 3 manipulations.
Donc apres 7 manipulations, on n’obtiendra plusdpgeréepartitions qu’on a déja obtenues :

la 7™ est la méme que I&7 la 8™ est la méme que &%

la ¥™est la méme que 18 la 1™ est la méme que &6 .

Donc la 1™ est la méme que 1&"F soit (4,2,1).

La suite des répartitions est donc périodique awvecpériode de longueur 4.

Or 2007 = 3 + 50% 4. )

Par conséquent, aprés 2007 manipulations, on aloéida méme répartition qu’'aprés fd'3manipulation soit
encore une fois (4,2,1).

2°) On peut recenser toutes les répartitions plessib

- avec 1ltas: (7)

- avec 2tas: (6,1), (5,2), (4,3)

-avec3tas: (5,1,1),(4,2,1), (3,3,1), (3,2,2)

-avec4tas: (4,1,1,1),(3,2,1,1),(2,2,2,1)

«avec5tas: (3,1,1,1,1), (2,2,1,1,1)

«avecbtas:(2,1,1,1,1,1)

«avec 7tas:(1,1,1,1,1,1,2).

On peut alors déterminer la répartition « fillepsess 1 manipulation de chacune des répartitionsételtat de
cette étude peut étre présenté sous la forme durschuivant :

On constate sur ce schéma deux propriétés remdeguab

« certaines répartitions ne sont issues d’aucumne aut

- il existe, sur le c6té droit du schéma, un cy@eddrépartitions dans lequel on rentre au bout diambre
limité de manipulations (4 au plus) et dont on o plus.

Ce cycle est formé de 4 répartitions mais il n'exigue 2 points d’entrée dans le cycle.

On a déja vu que 2007 = 3 + 501.

Or on constate sur le schéma qu’aucun chemin mendetrépartition (4,2,1) et ne comportant pasale t
entier du cycle n’a une longueur supérieure a 5.

La seule fagon d’aboutir a la répartition (4 ,2apyes 2007 manipulations est donc de partir d'épantition
menant a (4,2,1) en 3 manipulations puis de fadetburs de cycle.



On voit alors aisément sur ce schéma que quateetitigns se situent a 3 manipulations de (4,2d9 sont
(3,31),4,3),(7)et(2,1,1,1,1,2).

3°) Aprés 2007 manipulations, on obtient obligawmient une répartition du cycle, c’est donc I'unecds
guatre répartitions que Paul a montré a Virginie.

On vient de voir que quatre répartitions peuvenmtdcire en 2007 manipulations a la répartition @,2Ce
n’est donc pas la répartition (4,2,1) que Paul atnée a Virginie.

Etudions le méme probleme pour les trois autreartiéons du cycle.

Le plus long chemin menant pour la premiére fola &partition (3,3,1) a pour longueur 6. La sefalgon
d’aboutir a la répartition (3,3,1) apres 2007 matdpons est donc de partir d’'une répartition merza(s,3,1)
en 3 manipulations puis de faire 501 tours de cyas répartitions se situant a 3 manipulation§3@,1) sont
(3,2,2),(6,1) et (3,1,1,1,1).

Le plus long chemin menant pour la premiére fola &partition (3,2,2) a pour longueur 6. La sefalgon
d’aboutir a la répatrtition (3,2,2) apres 2007 matapons est donc de partir d’'une répartition merza(s,2,2)
en 3 manipulations puis de faire 501 tours de cylobs répartitions se situant a 3 manipulationg3j2,2)
sont (3,2,1,1), (2,2,2,1), (2,2,1,1,1) , (5,2).

Le plus long chemin menant pour la premiére fdis gpartition (3,2,1,1) a pour longueur 7. Il @nc deux
facons d’aboutir a la répartition (3,2,1,1) apré®2manipulations :

« ou bien, on part d’'une répartition menant a (313,&n 3 manipulations puis on fait 501 tours ddecy

« ou bien, on part d’'une répartition menant a (313,&n 7 manipulations puis on fait 500 tours ddecy

Pour le premier cas, les répartitions (4,2,1)1,M) , (5,1,1) conviennent.

Pour le second cas, la répartition (1,1,1,1,1 dohyient.

La seule répartition finale laissant a Virginied3itation entre trois répartitions initiales esbc¢3,3,1).



Pour les candidats de la série S
Corrigé de I'exercice N°2

Questions préliminaires {ﬂ]

1°) AMB et ANB sont deux angles inscrits qui intercepte
le méme arcAB : ils sont donc égaux.

2°) Appelons M celui des deux points M et N qui lesplus
proche de la droite (D). Si R augmente, le pointsil

rapproche de la droite (AB), l'angldMB diminue et se
rapproche de 0, valeur qu’il atteindrait si M aaiiven H.

it

Py (L4
& T
I
D) & B 2§

Probléme

N

(L) A H

3°) Si R diminue, les points M et N se rapprochiamt de l'autre.

L'angle AMB augmente jusqu’'a ce que les deux points M et N
soient confondus, c'est-a-dire que le cercle soigeént & la droite
(8).

Le point de tangence est le point T ainsi défigoit | le milieu de
[AB] et (&) la médiatrice de [AB] ; tous les points d&')(sont a la
distance IH dek) ; soit O I'un des points d’intersection d&)(et du
cercle de centre A et de rayon IH ; T est le péomthogonal de O

sur Q\).

1°) D’apres le 2°) et le 3°) des questions prélammes, I’anglem\B est maximum lorsque M esten T.

2°) On donne, & la fin des questions préliminaieselationHA xHB =HT?.
En exprimant cette relation en fonction de x edrypbtient(x +5,6)>< X=y* qui peut s’écrire, puisque y est un

nombre positif,y = \/x(x +5,6) .

3°) Quelque soit la position du point H, lorsquébtdteur est au point T correspondant, la longuemimum

du tir est la longueur BT.

Or BT? =BH?+HT2=x?+y?, d'oll BT =\/x*+y? = [x*+x(x +5,6) =/ 2X*+ 5,6x.

QuandHestenD,x=BH=BD=1ID - IB%CD—%AB: 35-2,8=32,2.

La longueur minimum du tir est dorg2x32, 2 + 5,6 32, soit 47,5 m &0 pres.

4°) Voir sur la page ci-apres le tracé des coudaesandées.

5°) Si le botteur se place sur la ligne des 22 esétreci signifie que la valeur de y dans ce da®zes

x vérifie donc, dans ce cagx(x +5,6) = 22 qui équivaut &’ +5,6x- 2Z = (.



Cette équation du second degré a pour discrimidani967,36 et pour solutions x%(—S, 6+./1967,36 et

= %(—5, 6-+/1967,34.
X étant une longueur, seule la solution positivasnmtéresse. On trouve donc x; —5,6+\/1967,3§ soit

Xx=19,4mal0" prés.
Une lecture graphique, sur la courbe de la fonatjpode I'abscisse du point d’'ordonnée 22 conduitréume
résultat (pointillés sur le dessin), une unité grende étant toutefois nécessaire pour une leatll@e prés.
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On a tracé sur ce dessin, en trait gras, les deukbes demandées mais aussi, en trait plus findri@ises
d’équationsy = x + 2 ety = X + 2,8 qui serontagtipour la question 6°).

6°) Pour tout X, X +5,6X< x>+ 5,6x+ 2,8 | donc /x?+5,6x<4/(x+ 2,32 ,

d'oug(x) <x +2,8.



D’autre part, 56x 4x+4
si et seulement si 16x4
si et seulement si x 2,5.

Donc, lorsque »x 2,5, X2+5,6x> X2+ 4x+ 4, dou  xZ+5,6x>4/(x+ 2)2 ,

soit g(x) = x + 2.

On voit donc que, si % 2,5, X+22<g(X)<x+28 ce qui signifie que la distance Bt égale a
x augmenté d’'une longueur comprise entre 2 m et & qui est de 'ordre de grandeur de 2 ou 3 pas

On peut aussi faire la méme constatation sur leidesstracant les deux droites d’équations y = R et
y =X + 2,8. La courbe de g, pour tous les poifabstisse supérieure a 2,5, est comprise entreelesdtoites.



Corrigé de I'exercice N°3 (N°2 des séries autres gub)

1°) Sin =9, n— a qui doit étre un carré paiféiérieur a 9 peut étre égal a :
« 1, auquel cas n + a est égal a 17 qui n’est pasaué parfait

« 4, auquel cas n + a est égal a 14 qui n’est pasuué parfait.

Il N’y a donc pas de solution pour n = 9.

Sin =16, n—a qui doit étre un carré parfaiéirdur a 16 peut étre égal a :
« 1, auquel cas n + a est égal a 31 qui n’est paaué parfait

« 4, auquel cas n + a est égal a 28 qui n’est paaué parfait

+ 9, auquel cas n + a est égal a 23 qui n’est pasué parfait.

Il N’y a donc pas de solution pour n = 16.

Si n =25, n—a qui doit étre un carré parfaiérigur a 25 peut étre égal a :
« 1, auquel cas n + a est égal a 49 qui est un parfait

« 4, auquel cas n + a est égal a 46 qui n’est pasaué parfait

« 9, auquel cas n + a est égal a 41 qui n'est paaué parfait

«+ 16, auquel cas n + a est égal a 34 qui n’est paswé parfait.

Il existe une solution pour n = 25, c’est le trigle, 25 , 49).

2°) Si (pz,qz,rz) est un triplet solution, ceci signifie que les@i€ncesr? —q2 et q2 - p2 sont égales (c’est le
nombre a de la définition d’un triplet solution & dans le texte).
Alors k2 (r2 —q2) = kz(qz— p2) donck?r2-k%2=k%2-k%* ou encore(kr)” - (kq)* = (ka)* - (kp) ,

ce qui signifie que le triple(t(kp)2 ,(kq)2 [ kr) 2) est solution du probléme.

3°) On sait que (1, 25, 49) est solution donaptks la question précédente, on obtient de nouveiplets
solutions en utilisant différentes valeurs de k :

» avec k = 2, on obtient (4, 100, 196) « avec k = 3, on obtient (9, 225, 441)
« avec k = 4, on obtient (16 , 400 , 784).

4°) On cherche un triplet solution tel que n + 529 =23,
On cherche donc deux nombres entiers p et q, p<<28, tels que n :q2 etn—a :p2 vérifiant donc

2F - f = of- ¢ qui équivaut & :%(232+ p2) :

On peut remarquer que p ne peut étre pair. En, effets ce cas.p2 serait pair,232+ p2 serait impair et
%(232 + p2) ne serait pas un entier.

On peut remarqguer aussi que le chiffre des uniéép de peut étre un 5. En effet, dans ce cas,ifigectes
unités dep2 serait aussi un 5, celui d2s? + p2 serait un 4 et celui de;(232+ p2) serait un 2 ou un 7. Or

aucun carré parfait n’a 2 ou 7 pour chiffre degasmi
Il reste donc 9 possibilités pour p que nous allemgsager I'une aprés 'autre en regardant daagu cas si

%(232 + p2) est un carré parfait.

p 1 3 7 9 11 13 17 19 21
1 289
5(232 + p2) 265 260 | 305 325 349 409 445 485

Il existe donc une seule solution pour p = 7 etky=Les nombres n et a sont alors respectiveng&nef240.
Le triplet solution du probléme trouve est (49 92%29).



5°) Le triplet (l,qz,rz) est solution du probléme si et seulement si r etogt des entiers tels que

r’-q?=q%-1 qui peut s'écrira® =2¢% -1 ou encore, puisque r est positifs y2q° - 1.

r? est donc un carré parfait & condition q;[@qT—l soit un entier.
Il suffit donc d’examiner toutes les valeurs deeqgtier tel que X q < 250, en regardant dans chaque cas si

2% =1 est un entier.

Le programme suivant donne les 3 bonnes réponse®igs d’'une minute :
For (g,2,250)

V2P -1 - 1

Ifint(r)=r
Disp q,r
End
Les valeurs affichées sont 5,7 , 29,41 169,239.

Les solutions sont donc les triplets (1, 25,,49), 841, 1681 ) et (1, 28561 , 57121).



Pour les candidats de toutes les séries sauf S
Corrigé de I'exercice N°3

1°) D’apres le théoreme de la droite des miliewpriené S0
vectoriellement, comme\; est le milieu de[ByA,] et B, le

milieu de[ByCy], A1|31=%A(po.

Or C; est le milieu d§AqCy], d'ou A0C1:%AOCO : £ C2 Cy
Donc AB;=A{;, ce qui prouve queAB,C;A, est un A

parallélogramme. #3 B,
Ses diagonales se coupent en leur milieu. AlBgsqui est le

milieu de[A,C,] est aussi le milieu dpAB,] et se trouve donc
sur la droite(AB,).

La démonstration précédente prouve aussi (il spffitr cela de changer le nom des points), par ebeergpe
A, se situe sufByC,).

By By Cp

Elle prouve aussi, de la méme maniére, dugese situe suB,C,). Mais, comme on sait qu€, est sur
(AgB1), on en déduit qué; est sur{AgB,).

2°) Le triangleA B C, est equilatéral. Montrons qu’il en est de mémer pout triangleA B .C,.

D’aprés le théoreme de la droite des milieAxC, :%BOCO , ABq :%A o etBC :%AOB 0

Comme on sait quA B, =BLy=A £ o, alorsA;B;,=BL;=A L, doncA,B,C; est équilatéral.
Le méme procédé de construction se répétant a ehetgpe, on en déduit que tous les trianglgB,C,, sont
équilatéraux.

D’apres ce qu'on vient de voir, les cotés des ¢lienAB,C, et A B,C sont dans le rappo%, donc leurs
. 1 . 1
aires sont dans le rappeit, soit g ZZ a-
A N R s o . . 1
De la méme maniére, le méme procédé de construstiaepétant a chaque étape, pour tou:‘lnn;zan_l,

c'est-a-dire que la suif@,) est une suite géométrique de ral%)n

Or a, = aire( AyByCo) :% BoCox AgB;
e lxlx@:@'
2 4

&
X

n
j = 4n+1 )

est donc l'aire deA,B.C, pourn+ 1=7; c’estl'aire d&¢B .

Alors, pour tout na,, = Tx(

NGy

Or 16384 =2 = 4’
J3

16384

3°) Soit G le centre de gravité dgBCy.

On sait queA G =§AoBl. Donc B,G =:—13 B,A, d'ou B,G == B,C, puisqueC, est le milieu ddAoB,].

winN



Or C, est le milieu de[Alcl]. Donc la derniére égalité vectorielle prouve questle centre de gravité de
ABLC;.

On en déduit, puisque le méme procédé de congiruetit utilisé a chaque étape, que G est le cdatggavité
de tous les triangled ,B,C,,.

4°) Le rayon du cercle circonscrit au triange,B,.C, est GA, et GA, :ghn ou h, est la hauteur du
triangle A,B,C,.

Or les cotés des triangles,B,C,, et A,,_B, £ étant dans le rappoagzt, leurs hauteurs sont aussi dans le
rapport1
5"

n
On peut donc écriré,, :% h,-;, douh, :(%j hg.

NE NE

Or ho:AoB]_:?. DonChn:W.

La condition du probléme est vérifiée si et seuietnseg 2\5’1 <10  qui équivaut &" >%x103.
Or 0,577 <~ < 0,578 donc 577 <L x1( < 578 ,
3 V3

et 2°=512 et 2°=1024.
Le plus petit entier cherché est donc 10.



Corrigé de I'exercice N°4 (exercice national)

1°) L'égalité m? - p = 8 peut s'écrire{m+ p)(m- p) = &.

m et p devant étre des entiers, m + p et m — pedibidussi étre des entiers, m + p étant le plusdgias deux.
La décomposition de 8 en produit de deux factel@st possible que de deux facons : 8 =18et 8 = 4x 2.

. m+p=38 : 9 7 . : . R
Le systém a pour solution m =, p =— qui ne convient pas a notre probleme.
m-p=1 2 2
R m+p=4 : . i R : .
Le systém m-p= 2 a pour solution m = 3, p = 1 qui est donc I'unigéponse a la question posée.
2°)
Posons AB =d, AD = p.

I Appelons | le point d’intersection de (AD) et (BC).
L’angle ABC ayant pour mesure 45°, les triangles IAB, IMN
et IDC sont tous isoceéles rectangles.

D C
Donc IA = AB = d et aire(IAB) :%dz.
OnsaitaussiMN=IM=1A—-AM=d -2

M o d'od aire(IMN) :%(d— 2).
DemémeID=DC=p

A E d'ou aire(IDC) :% p2.

Alors aire(MNBA) = aire(IAB) — aire(IMN) %dz ——;(d— 2)2

et aire(MNCD) = aire(IMN) — aire(ICD) %(d - 2)2 —% .
La condition aire(MNBA) = aire(MNCD) s’écrit don%d2 ——;(d— 2)2 :—;( d- 32 ——; 3
qui équivaut a d?-(d-2)°=(d- I*- ¢
ou encore a 4d—4:(d2—4d+ A)— o
ou bien d? - 8d+ 8- |o2 =(
gu’on peut écrire d?-8d+16- 8 F= (
soit encore (d-4)°-F =8
soit enfin m? - p2 =8 en posantm=d — 4.

D’aprés le 1°), on obtientalors m=3etp=1itde-4=3etp=1,doud=7etp =1.
Onadonc AB=7etDC=1.
Dans ce cas,|IA=7etID =1, et on trouve AD = 6.



